POZADAVKY K STATNI ZAVERECNE ZKOUSCE
MATEMATICKE MODELOVANI VE FYZICE A TECHNICE [MATEMATIKA]

1. Uvob

Tento dokument je neformalnim pruvodcem po statni zadvéretné zkousce v magisterském studiu na oboru “Matematické
modelovani ve fyzice a technice”, coz je magistersky obor na programu matematika. Pokud studujete v programu fyzika, vas
obor se jmenuje “Matematické a pocitacové metody ve fyzice”, a poZadavky k stdtni zdvérecné zkouSce jsou odlisné, jejich
znéni najdete na [internetovych strankach matematického modelovani.

Statni zdvéreéna zkouska, se skladd z

e obhajoby diplomové prace,
e Ustni ¢asti,

a obvykle v tomto potadi i probiha. Podrobny popis jednotlivych ¢asti je uveden nize.

2. OBHAJOBA DIPLOMOVE PRACE

Student béhem dvaceti minut pfedstavﬂ vysledky ziskané pii feseni diplomové prace. Poté nasleduje diskuse, béhem které
student reaguje na piipadné pripominky oponenti. (Posudky od oponentu jsou pfedem dostupné v Studijnim informaénim
systému. Je naprosto nezbytné abyste kvalifikované reagovali na piipominky oponentu, dukladné se pfipravte! Opét se
ocekavd, ze behem odpovédi pouzijete predpripravenou prezentaci.) Na zdvér student zodpovi piipadné dotazy ¢lent komise
¢i dalsich zucastnénych.

3. USTNI ZKOUSKA

3.1. Prubéh ustni zkousky. Ustni zkouska spociva v zodpovézeni nékolika otdzek tykajicich se nize uvedenych témat.
V principu se jednd o témata probirana v povinnych pfedmétech studijniho planu. Pfesnéji, zkouska probiha tak, ze student
zodpovi celkem Sest otazek z téchto oblasti

teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic (jedna otdzka),

funkciondlni analyza (jedna otdzka),

metoda kone¢nych prvku (jedna otézka),

teorie feseni systému algebraickych rovnic (jedna otdzka),

kinematika a dynamika spojitého prostiedi (jedna otdzka),

teorie konstitutivnich vztaht (jedna otdzka).

Kazdé z odpovédi je zpravidla vénovano deset minut. Ocekava se, ze student prokaze hlubsi pochopeni jednotlivych témat a
schopnost nahlédnout dand tvrzeni v irsim kontextu. (Neocekavd se se dukladng znalost technickych detailii v jednotlivych
ditkazech a podobné. Student by mél prokazat, ze rozumi zdkladnim tvaham, které jsou pouzity pii dikazech zasadnich
tvrzeni, a mél by prokdzat, ze chape pro¢ jsou dand tvrzeni/definice formulovéna pravé danym zpusobem. Detailni technickou
znalost problematiky uz jste prokézali béhem zkousek z prislusnych predméti!) Seznam témat k tstni zkousce je prilozen
nize.
3.2. Témata k tstni zkouSce.
(1) Parcialni diferencidlni rovnice
ZkouSend latka je probirdna zejména v prednaskach Parcidlni diferencialni rovnice 1 a Parcidlni diferencialni
rovnice 2. Predpoklada se, ze se student se rovnéz velmi dobie orientuje v zdkladech teorie parcialnich diferencidlnich
rovnic ve smyslu vstupnich pozadavku pro navazujici magisterské studium, tedy v teorii parcidlnich diferencialnich
rovnic kupfikladu na trovni prednasky Uvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic.
(a) Sobolevovy prostory

Slabé, derivace, definice a zakladni vlastnosti Sobolevovych prostortt WP — reflexivita, separabilita, hustota
hladkych funkei, operator prodlouzeni pro W1 P-funkce a lipschitzovskou hranici. Véty o spojitém a kompaktnim
vnofeni Sobolevovych prostoru do Lebesgueovych a Holderovych prostoru. Zavedeni stop pro funkce ze Sobo-
levovych prostoru, véta o stopach, inverzni véta o stopéach.
(b) Slabd feseni pro linedrni eliptické rovnice na omezené oblasti

Formulace slabé ulohy pro linearni eliptickou rovnici s riznymi okrajovymi podminkami, feseni pomoci Rieszovy
véty o reprezentaci (symetricky operator), pomoci Lax-Milgramova lematu respektive Galerkinovou metodou.
Kompaktnost fesictho operatoru, vlastni vektory a vlastni ¢isla fesiciho operatoru. Fredholmova alternativa a

Logckéava se prezentace s pomoci projektoru, standardné je k dispozici pocita¢ s Adobe Acrobat Reader a operacnim systémem Windows.
Pokud vase prezentace vyzaduje spusténi videa, ovéite si pfedem, Ze na univerzitnim pocitaci jsou nainstalovany vsechny potfebné kodeky a
podobné. Totéz se tyka dalsich nestandardnich pozadavku na software. Po domluvé 1ze pouzit vlastni pocita¢. Pozor, projektor je typicky vybaven
pouze VGA konektorem. Pro pouziti HDMI budete pravdépodobné potiebovat redukci, zajistéte si ji pfedem.
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jeji aplikace. Princip maxima pro slabé feseni. W22 regularita pomoci techniky diferenci. Samoadjungovany
operator: ekvivalence tlohy s minimalizaci kvadratického funkcionalu.

(c) Slabé feseni pro nelinedrni eliptické rovnice na omezené oblasti

Uvod do varia¢niho poc¢tu, zakladni véta variacniho poctu, dualni formulace, souvislost s konvexitou. Existence
a jednozna¢nost fesen{ nelinedrnich iloh pomoci véty o pevném bodu (nelinedrni Lax-Milgram pro dvojkovou
strukturu). Existence feseni pomoci Galerkinovy metody a Mintyho metody — monoténni operator a semilinedrni
clen.

(d) Linedrni parabolické rovnice 2. fddu

Bochnerovy prostory a jejich zakladni vlastnosti, Gelfandova trojice, Aubin-Lionsova véta. Slabd formulace,
nabyvani pocateéni podminky, existence feSeni pomoci Galerkinovy aproximace, jednoznacnost a regularita
FeSeni (Casové a prostorovd), zhlazujici vlastnost, princip maxima.

(e) Linedrn{ hyperbolické rovnice 2. fadu

Slaba formulace hyperbolického problému, nabyvéni poc¢ateénich podminek, existence feseni pomoci Galerki-
novy aproximace, jednoznaé¢nost, regularita feSenf (Casovd a prostorovd), koneénd rychlost sifeni signélu.

(2) Numerickd matematika

Zkousena latka je probirana zejména v predndskach Metoda konecnych prvkul a Maticové iteracni metody 1.

Predpoklada se, ze se student velmi dobfe orientuje v zdkladech numerické matematiky ve smyslu vstupnich
pozadavku pro navazujici magisterské studium, tedy v latce probirané kupfikladu v prednaskach Analyza mati-
covych vypoctu 1 a |Zéklady numerické matematikyl

(a) Metoda koneénych prvku pro feseni eliptickych rovnic

Galerkinova a Ritzova metoda pro feSeni abstraktni linedrni eliptické rovnice. Odhad diskretiza¢ni chyby této
metody — Céovo lemma. Definice abstraktniho koneé¢ného prvku, jednoduché piiklady koneénych prvka Lagran-
geova a Hermiteova typu. Teorie aproximaci v Sobolevovych prostorech: aproximacni vlastnosti operatoru za-
chovévajicich polynomy. Aplikace téchto vysledku pro prvky Lagrangeova a Hermiteova typu. Odvozeni fadu
konvergence pfibliznych feseni konkrétnich eliptickych tloh 2. fddu. Odhad fadu konvergence v L? normé —
Nitscheho lemma. Zaklady numerické integrace v metodé kone¢nych prvku.

(b) Metody pro Feseni soustav algebraickych rovnic a vypocet vlastnich ¢isel

Metody pro feSeni soustav algebraickych rovnic a vypocet vlastnich ¢isel Spektralni rozklad operdtoru a matic.
Invariantni podprostory a spektralni informace, normalita. Srovnani pfimych a itera¢nich metod pro feSeni
linearnich algebraickych soustav. Projekéni proces a problém momentt. Popis konvergence iteraénich metod.
Souvislost mezi itera¢nimi metodami pro feseni soustav rovnic a metodani pro vypocet vlastnich ¢isel. Srovnani
metod pro feseni linedrnich a nelinedrnich soustav algebraickych rovnic. Numerickd stabilita vypoctu a popis
algebraické chyby v souvislosti s feSenim problému matematického modelovéni.

Funkcionalni analyza

ZkousSena latka je ¢astecné probirana v pfednasce Funkcionalni analyza I. Teorie prostoriu funkei je také ¢astecné

pokryta prednaskamiParcialni diferencialni rovnice 1a/Parcialni diferencialni rovnice 2. Predpokladé se, ze se student
velmi dobfe orientuje v zakladech funkciondlni analyzy ve smyslu vstupnich pozadavkl pro navazujici magisterské
studium, tedy v teorii kuprikladu na trovni prednasky Uvod do funkcionélni analyzy.

(a) Hilbertovy a Banachovy prostory

Definice, norma, skaldrni soucin, piiklady Banachovych prostortu. Linedrni funkciondly, Hahn-Banachova véta.
Duéln{ prostory, reprezentace nékterych dudlu (Hilbertovy prostory, Lebesgueovy prostory). Rieszova véta
o reprezentaci. Slabd a *-slabd konvergence. Banach-Alaogluova véta. Slabd kompaktnost a reflexivita.

(b) Spojitd linedrni zobrazeni

Definice, zakladni vlastnosti, norma, prostor linearnich zobrazeni, adjungované zobrazeni. Zakladni vlastnosti
spektra a spektralniho poloméru, Gelfandova-Mazurova véta. Kompaktni operatory, symetricky operdtor, sa-
moadjungovany operator, uzaveér operatoru, uzavieny operator, definice a vlastnosti adjungovaného operatoru.
Vlastni ¢isla a vlastni funkce symetrickych eliptickych operatoru.

(¢) Véty o pevnych bodech

Banachova véta, Brouwerova véta, Schauderova véta, Schaeferova véta.

(d) Integralni transformace a zdklady teorie distribuci

Definice Fourierovy transformace na L' a jeji zékladn{ vlastnosti, véta o inverzi, Fourierova transformace konvo-
luce a derivace, Plancherelova véta. Prostor testovacich funkci a konvergence v ném, definice distribuce, zdkladni
piiklady, charakterizace distribuce, tad distribuce, operace s distribucemi (derivovani, ndsobeni funke{), Sch-
warzuv prostor a temperované distribuce, Fourierova transformace funkci ze Schwarzova prostoru S a z prostoru
temperovanych distribuci S’, jeji zékladni vlastnosti. Fourierova transformace na L?2.

(4) Mechanika kontinua

Zkousena latka je probirana zejména v prednaskach Mechanika kontinua, Termodynamika a mechanika nenewto-

novskych tekutin a Termodynamika a mechanika pevnych latek.
(a) Kinematika kontinua

Popis pohybu spojitého prostiedi. Deformace ¢arovych, plosnych a objemovych elementii, deformace, deformaéni
gradient, polarni rozklad deformac¢niho gradientu a jeho interpretace, pravy a levy Cauchyuv—Greenuv tenzor,
Greenuv—Saint-Venantuv tenzor. Rychlost deformace ¢arovych, plosnych a objemovych elementi. Zavedeni
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materidlové a prostorové rychlosti, gradient rychlosti, symetricky gradient rychlosti, materidlova derivace. Iso-
chorické deformace. Proudnice a proudocary. Nutné a postacujici podminky pro materidlové plochy. Lagrangeuv
a Euleruv popis. Podminky kompatibility pro tenzor malych deformaci. Izotropni tenzorové funkce, véta o re-
prezentaci izotropnich tenzorovych funkei.

(b) Dynamika kontinua
Bilanén{ rovnice (hmota, hybnost, moment hybnosti, celkova energie, vnitin{ energie, entropie) v prostorovém
i materidlovém popisu. Integralni tvar bilan¢nich rovnic, princip lokalizace. Cauchyho tenzor napéti, prvni
Pioluv—Kirchhoffv tenzor napéti, Piolova transformace. Formulace bilan¢nich rovnic v neinercialni vztazné
soustave.

(c) Jednoduché konstitutivni vztahy
Stlacitelnd a nestlacitelnd Navierova—Stokesova—Fourierova tekutina (viskézni tepelné vodivéd tekutina), sta-
vova rovnice idedlniho plynu. Geometricka linearizace, linearizovana teorie pro elastické pevné latky. Okrajové
podminky, okrajové podminky pro posunuti a napéti.

(d) Nenewtonské tekutiny
Bilanéni rovnice termodynamiky kontinua v pfipadé nenewtonovskych tekutin, identifikace produkce entropie.
Clausiova—Duhemova nerovnost. Pfedpoklad maximalizace rychlosti produkce entropie a jeho vyuziti pro navrh
matematickych modeli pro tekutiny, pojem pfirozené konfigurace. Piehled nenewtonovskych jevi — zavislost
viskozity na symetrickém gradientu rychlosti a tlaku, rozdil normélovych napéti, aktivaéni/deaktivaéni kritéria,
relaxace napéti (stress relaxation), teceni (non-linear creep). Princip objektivity a jeho dusledky, objektivni
veli¢iny v mechanice tekutin, objektivni ¢asova derivace. Vyuziti véty o reprezentaci izotropnich tenzorovych
funkci. Prehled nejpouzivanéjsich materidlovych modelu pro nenewtonovské tekutiny. Tekutiny mocninného
typu, tekutiny s viskozitou zavislou na tlaku, tekutiny Binghamova typu. Viskoleastické tekutiny a zjednodusené
modely typu pruzina—tlumic. Kortewegovy tekutiny.

(e) Pevné latky
Princip objektivity a jeho dusledky, objektivni veli¢iny v mechanice pevnych latek. Elastické materidly v teorii
koneénych deformaci, linearizovana teorie. Nestlacitelné materidly v teorii kone¢nych deformaci a v lineari-
zované teorii. Elasticky material jako material, ktery neprodukuje entropii, souvislost mezi tenzorem napéti a
volnou energii. Hyperelasticky materidl, ptiklady hyperelastickych materidli, chovéni vzhledem k determinantu
deformac¢niho gradientu. Variaéni formulace statické tlohy pro hyperelasticky materidl. Viskoelastické pevné
latky — Kelvinuv—Voigtuv model — a zjednodusené modely typu pruzina—tlumic.

4. KONTAKT

V piipadé nejasnost{ se prosime obratte naVitka Prugul (prusv@karlin.mff.cuni.cz) nebolJosefa Malkal (malek@karlin.mff.cuni.cz).
Tésime se na vas u statni zaveérecné zkousky a doufdme, ze nas potésite tim, co vSechno jste se béhem studia naucili!
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