
POŽADAVKY K STÁTNÍ ZÁVĚREČNÉ ZKOUŠCE

MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ VE FYZICE A TECHNICE [MATEMATIKA]

1. Úvod

Tento dokument je neformálńım pr̊uvodcem po státńı závěrečné zkoušce v magisterském studiu na oboru “Matematické
modelováńı ve fyzice a technice”, což je magisterský obor na programu matematika. Pokud studujete v programu fyzika, váš
obor se jmenuje “Matematické a poč́ıtačové metody ve fyzice”, a požadavky k státńı závěrečné zkoušce jsou odlǐsné, jejich
zněńı najdete na internetových stránkách matematického modelováńı.

Státńı závěrečná zkouška, se skládá z

● obhajoby diplomové práce,
● ústńı části,

a obvykle v tomto pořad́ı i prob́ıhá. Podrobný popis jednotlivých část́ı je uveden ńıže.

2. Obhajoba diplomové práce

Student během dvaceti minut představ́ı1 výsledky źıskané při řešeńı diplomové práce. Poté následuje diskuse, během které
student reaguje na př́ıpadné připomı́nky oponent̊u. (Posudky od oponent̊u jsou předem dostupné v Studijńım informačńım
systému. Je naprosto nezbytné abyste kvalifikovaně reagovali na připomı́nky oponent̊u, d̊ukladně se připravte! Opět se
očekává, že během odpovědi použijete předpřipravenou prezentaci.) Na závěr student zodpov́ı př́ıpadné dotazy člen̊u komise
či daľśıch zúčastněných.

3. Ústńı zkouška

3.1. Pr̊uběh ústńı zkoušky. Ústńı zkouška spoč́ıvá v zodpovězeńı několika otázek týkaj́ıćıch se ńıže uvedených témat.
V principu se jedná o témata prob́ıraná v povinných předmětech studijńıho plánu. Přesněji, zkouška prob́ıhá tak, že student
zodpov́ı celkem šest otázek z těchto oblast́ı

● teorie parciálńıch diferenciálńıch rovnic (jedna otázka),
● funkcionálńı analýza (jedna otázka),
● metoda konečných prvk̊u (jedna otázka),
● teorie řešeńı systémů algebraických rovnic (jedna otázka),
● kinematika a dynamika spojitého prostřed́ı (jedna otázka),
● teorie konstitutivńıch vztah̊u (jedna otázka).

Každé z odpověd́ı je zpravidla věnováno deset minut. Očekává se, že student prokáže hlubš́ı pochopeńı jednotlivých témat a
schopnost nahlédnout daná tvrzeńı v širš́ım kontextu. (Neočekává se se d̊ukladná znalost technických detail̊u v jednotlivých
d̊ukazech a podobně. Student by měl prokázat, že rozumı́ základńım úvahám, které jsou použity při d̊ukazech zásadńıch
tvrzeńı, a měl by prokázat, že chápe proč jsou daná tvrzeńı/definice formulována právě daným zp̊usobem. Detailńı technickou
znalost problematiky už jste prokázali během zkoušek z př́ıslušných předmět̊u!) Seznam témat k ústńı zkoušce je přiložen
ńıže.

3.2. Témata k ústńı zkoušce.

(1) Parciálńı diferenciálńı rovnice
Zkoušená látka je prob́ırána zejména v přednáškách Parciálńı diferenciálńı rovnice 1 a Parciálńı diferenciálńı

rovnice 2. Předpokládá se, že se student se rovněž velmi dobře orientuje v základech teorie parciálńıch diferenciálńıch
rovnic ve smyslu vstupńıch požadavk̊u pro navazuj́ıćı magisterské studium, tedy v teorii parciálńıch diferenciálńıch
rovnic kupř́ıkladu na úrovni přednášky Úvod do parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
(a) Sobolevovy prostory

Slabá derivace, definice a základńı vlastnosti Sobolevových prostor̊u W
k,p – reflexivita, separabilita, hustota

hladkých funkćı, operátor prodloužeńı proW 1,p-funkce a lipschitzovskou hranici. Věty o spojitém a kompaktńım
vnořeńı Sobolevových prostor̊u do Lebesgueových a Hölderových prostor̊u. Zavedeńı stop pro funkce ze Sobo-
levových prostor̊u, věta o stopách, inverzńı věta o stopách.

(b) Slabá řešeńı pro lineárńı eliptické rovnice na omezené oblasti
Formulace slabé úlohy pro lineárńı eliptickou rovnici s r̊uznými okrajovými podmı́nkami, řešeńı pomoćı Rieszovy
věty o reprezentaci (symetrický operátor), pomoćı Lax-Milgramova lematu respektive Galerkinovou metodou.
Kompaktnost řeš́ıćıho operátoru, vlastńı vektory a vlastńı č́ısla řeš́ıćıho operátoru. Fredholmova alternativa a

1Očekává se prezentace s pomoćı projektoru, standardně je k dispozici poč́ıtač s Adobe Acrobat Reader a operačńım systémem Windows.

Pokud vaše prezentace vyžaduje spuštěńı videa, ověřte si předem, že na univerzitńım poč́ıtači jsou nainstalovány všechny poťrebné kodeky a

podobně. Totéž se týká daľśıch nestandardńıch požadavk̊u na software. Po domluvě lze použ́ıt vlastńı poč́ıtač. Pozor, projektor je typicky vybaven

pouze VGA konektorem. Pro použit́ı HDMI budete pravděpodobně poťrebovat redukci, zajistěte si ji předem.

1
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jej́ı aplikace. Princip maxima pro slabé řešeńı. W 2,2 regularita pomoćı techniky diferenćı. Samoadjungovaný
operátor: ekvivalence úlohy s minimalizaćı kvadratického funkcionálu.

(c) Slabá řešeńı pro nelineárńı eliptické rovnice na omezené oblasti

Úvod do variačńıho počtu, základńı věta variačńıho počtu, duálńı formulace, souvislost s konvexitou. Existence
a jednoznačnost řešeńı nelineárńıch úloh pomoćı věty o pevném bodu (nelineárńı Lax-Milgram pro dvojkovou
strukturu). Existence řešeńı pomoćı Galerkinovymetody a Mintyho metody – monotónńı operátor a semilineárńı
člen.

(d) Lineárńı parabolické rovnice 2. řádu
Bochnerovy prostory a jejich základńı vlastnosti, Gelfandova trojice, Aubin-Lionsova věta. Slabá formulace,
nabýváńı počátečńı podmı́nky, existence řešeńı pomoćı Galerkinovy aproximace, jednoznačnost a regularita
řešeńı (časová a prostorová), zhlazuj́ıćı vlastnost, princip maxima.

(e) Lineárńı hyperbolické rovnice 2. řádu
Slabá formulace hyperbolického problému, nabýváńı počátečńıch podmı́nek, existence řešeńı pomoćı Galerki-
novy aproximace, jednoznačnost, regularita řešeńı (časová a prostorová), konečná rychlost š́ı̌reńı signálu.

(2) Numerická matematika
Zkoušená látka je prob́ırána zejména v přednáškách Metoda konečných prvk̊u a Maticové iteračńı metody 1.

Předpokládá se, že se student velmi dobře orientuje v základech numerické matematiky ve smyslu vstupńıch
požadavk̊u pro navazuj́ıćı magisterské studium, tedy v látce prob́ırané kupř́ıkladu v přednáškách Analýza mati-
cových výpočt̊u 1 a Základy numerické matematiky.
(a) Metoda konečných prvk̊u pro řešeńı eliptických rovnic

Galerkinova a Ritzova metoda pro řešeńı abstraktńı lineárńı eliptické rovnice. Odhad diskretizačńı chyby této
metody – Céovo lemma. Definice abstraktńıho konečného prvku, jednoduché př́ıklady konečných prvk̊u Lagran-
geova a Hermiteova typu. Teorie aproximaćı v Sobolevových prostorech: aproximačńı vlastnosti operátor̊u za-
chovávaj́ıćıch polynomy. Aplikace těchto výsledk̊u pro prvky Lagrangeova a Hermiteova typu. Odvozeńı řádu
konvergence přibližných řešeńı konkrétńıch eliptických úloh 2. řádu. Odhad řádu konvergence v L

2 normě –
Nitscheho lemma. Základy numerické integrace v metodě konečných prvk̊u.

(b) Metody pro řešeńı soustav algebraických rovnic a výpočet vlastńıch č́ısel
Metody pro řešeńı soustav algebraických rovnic a výpočet vlastńıch č́ısel Spektrálńı rozklad operátor̊u a matic.
Invariantńı podprostory a spektrálńı informace, normalita. Srovnáńı př́ımých a iteračńıch metod pro řešeńı
lineárńıch algebraických soustav. Projekčńı proces a problém moment̊u. Popis konvergence iteračńıch metod.
Souvislost mezi iteračńımi metodami pro řešeńı soustav rovnic a metodani pro výpočet vlastńıch č́ısel. Srovnáńı
metod pro řešeni lineárńıch a nelineárńıch soustav algebraických rovnic. Numerická stabilita výpočt̊u a popis
algebraické chyby v souvislosti s řešeńım problémů matematického modelováńı.

(3) Funkcionálńı analýza
Zkoušená látka je částečně prob́ırána v přednášce Funkcionálńı analýza I. Teorie prostor̊u funkćı je také částečně

pokryta přednáškami Parciálńı diferenciálńı rovnice 1 a Parciálńı diferenciálńı rovnice 2. Předpokládá se, že se student
velmi dobře orientuje v základech funkcionálńı analýzy ve smyslu vstupńıch požadavk̊u pro navazuj́ıćı magisterské
studium, tedy v teorii kupř́ıkladu na úrovni přednášky Úvod do funkcionálńı analýzy.
(a) Hilbertovy a Banachovy prostory

Definice, norma, skalárńı součin, př́ıklady Banachových prostor̊u. Lineárńı funkcionály, Hahn-Banachova věta.
Duálńı prostory, reprezentace některých duál̊u (Hilbertovy prostory, Lebesgueovy prostory). Rieszova věta
o reprezentaci. Slabá a *-slabá konvergence. Banach-Alaogluova věta. Slabá kompaktnost a reflexivita.

(b) Spojitá lineárńı zobrazeńı
Definice, základńı vlastnosti, norma, prostor lineárńıch zobrazeńı, adjungované zobrazeńı. Základńı vlastnosti
spektra a spektrálńıho poloměru, Gelfandova-Mazurova věta. Kompaktńı operátory, symetrický operátor, sa-
moadjungovaný operátor, uzávěr operátoru, uzavřený operátor, definice a vlastnosti adjungovaného operátoru.
Vlastńı č́ısla a vlastńı funkce symetrických eliptických operátor̊u.

(c) Věty o pevných bodech
Banachova věta, Brouwerova věta, Schauderova věta, Schaeferova věta.

(d) Integrálńı transformace a základy teorie distribućı

Definice Fourierovy transformace na L
1 a jej́ı základńı vlastnosti, věta o inverzi, Fourierova transformace konvo-

luce a derivace, Plancherelova věta. Prostor testovaćıch funkćı a konvergence v něm, definice distribuce, základńı
př́ıklady, charakterizace distribuce, řád distribuce, operace s distribucemi (derivováńı, násobeńı funkćı), Sch-
warz̊uv prostor a temperované distribuce, Fourierova transformace funkćı ze Schwarzova prostoru S a z prostoru
temperovaných distribućı S′, jej́ı základńı vlastnosti. Fourierova transformace na L

2.
(4) Mechanika kontinua

Zkoušená látka je prob́ırána zejména v přednáškách Mechanika kontinua, Termodynamika a mechanika nenewto-
novských tekutin a Termodynamika a mechanika pevných látek.
(a) Kinematika kontinua

Popis pohybu spojitého prostřed́ı. Deformace čarových, plošných a objemových element̊u, deformace, deformačńı
gradient, polárńı rozklad deformačńıho gradientu a jeho interpretace, pravý a levý Cauchẙuv–Green̊uv tenzor,
Green̊uv–Saint-Venant̊uv tenzor. Rychlost deformace čarových, plošných a objemových element̊u. Zavedeńı

https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMNV405
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMNV407
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMNM331
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMNM201
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMA401
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMA405
href="https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMA405
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMA331
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMO401
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMO402
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NMMO404
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materiálové a prostorové rychlosti, gradient rychlosti, symetrický gradient rychlosti, materiálová derivace. Iso-
chorická deformace. Proudnice a proudočáry. Nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro materiálové plochy. Lagrange̊uv
a Euler̊uv popis. Podmı́nky kompatibility pro tenzor malých deformaćı. Izotropńı tenzorové funkce, věta o re-
prezentaci izotropńıch tenzorových funkćı.

(b) Dynamika kontinua

Bilančńı rovnice (hmota, hybnost, moment hybnosti, celková energie, vnitřńı energie, entropie) v prostorovém
i materiálovém popisu. Integrálńı tvar bilančńıch rovnic, princip lokalizace. Cauchyho tenzor napět́ı, prvńı
Piol̊uv–Kirchhoff̊uv tenzor napět́ı, Piolova transformace. Formulace bilančńıch rovnic v neinerciálńı vztažné
soustavě.

(c) Jednoduché konstitutivńı vztahy

Stlačitelná a nestlačitelná Navierova–Stokesova–Fourierova tekutina (viskózńı tepelně vodivá tekutina), sta-
vová rovnice ideálńıho plynu. Geometrická linearizace, linearizovaná teorie pro elastické pevné látky. Okrajové
podmı́nky, okrajové podmı́nky pro posunut́ı a napět́ı.

(d) Nenewtonské tekutiny
Bilančńı rovnice termodynamiky kontinua v př́ıpadě nenewtonovských tekutin, identifikace produkce entropie.
Clausiova–Duhemova nerovnost. Předpoklad maximalizace rychlosti produkce entropie a jeho využit́ı pro návrh
matematických model̊u pro tekutiny, pojem přirozené konfigurace. Přehled nenewtonovských jev̊u – závislost
viskozity na symetrickém gradientu rychlosti a tlaku, rozd́ıl normálových napět́ı, aktivačńı/deaktivačńı kritéria,
relaxace napět́ı (stress relaxation), tečeńı (non-linear creep). Princip objektivity a jeho d̊usledky, objektivńı
veličiny v mechanice tekutin, objektivńı časová derivace. Využit́ı věty o reprezentaci izotropńıch tenzorových
funkćı. Přehled nejpouž́ıvaněǰśıch materiálových model̊u pro nenewtonovské tekutiny. Tekutiny mocninného
typu, tekutiny s viskozitou závislou na tlaku, tekutiny Binghamova typu. Viskoleastické tekutiny a zjednodušené
modely typu pružina–tlumič. Kortewegovy tekutiny.

(e) Pevné látky
Princip objektivity a jeho d̊usledky, objektivńı veličiny v mechanice pevných látek. Elastické materiály v teorii
konečných deformaćı, linearizovaná teorie. Nestlačitelné materiály v teorii konečných deformaćı a v lineari-
zované teorii. Elastický materiál jako materiál, který neprodukuje entropii, souvislost mezi tenzorem napět́ı a
volnou energíı. Hyperelastický materiál, př́ıklady hyperelastických materiál̊u, chováńı vzhledem k determinantu
deformačńıho gradientu. Variačńı formulace statické úlohy pro hyperelastický materiál. Viskoelastické pevné
látky – Kelvin̊uv–Voigt̊uv model – a zjednodušené modely typu pružina–tlumič.

4. Kontakt

V př́ıpadě nejasnost́ı se prośıme obrat’te na Vı́tka Pr̊ušu (prusv@karlin.mff.cuni.cz) nebo Josefa Málka (malek@karlin.mff.cuni.cz).
Těš́ıme se na vás u státńı závěrečné zkoušky a doufáme, že nás potěš́ıte t́ım, co všechno jste se během studia naučili!

https://www.karlin.mff.cuni.cz/~prusv
mailto:prusv@karlin.mff.cuni.cz
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~malek
mailto:malek@karlin.mff.cuni.cz
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